Equations de la mécanique des fluides
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Objectifs du cours (2 heures)

1. Comprendre le formalisme de la mécanique des fluides

2. Apprendre a établir les équations fondamentales :
a. Conservation de la masse
b. Conservation de la quantité de mouvement
c. Conservation des espéces chimiques
d. Conservation de I'énergie

3. Savoir manipuler les opérateurs différentiels

4. Comprendre les hypothéses sous-jacentes

Parce qu'on append en faisant ...

. surtout lorsqu'il s'agit de manipuler les opérateurs différentiels !
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Plan du cours

© Notions de base
@ Notion de "particule fluide"
@ Description Eulerienne-Lagrangienne
o Lien entre description Eulérienne et Lagrangienne

9 Equations bilans, lois de conservation
@ Volumes de contréle et théoréme de transport
o Conservation de la masse
o Conservation de la quantité de mouvement

© Conservation des espéces chimiques
@ Théoréme de transport pour les espéces chimiques
o Diffusion des espéces
@ Terme puits/source

@ Autres equations de bilan
o Conservation de |'énergie
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Notions de base q A q
Notion de "particule fluide"
Description Eulerienne-Lagrangienne

Lien entre description Eulérienne et Lagrangienne

Notion de "particule fluide"
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Notions de base

Notion de "particule fluide"
Description Eulerienne-Lagrangienne

Lien entre description Eulérienne et Lagrangienne

Notion de "particule fluide"

L>»a>»t .
ﬁ o / libre parcours moyen
1 o a échelle d’observation
) M o L taille du systéme
f(M,t)I\\‘ YA
Nombre de Knudsen Kn = —
a
[ fluide paroi dF T
e b =
T Eds
,—“" | dF | )
O:TTV ) microscopique mésoscopique macroscopique
Uy
6 1nm lL:m 1mm Echelle
Degré de vide Pression (bar)  Molécules/cm3 Libre parcours moyen
Pression ambiante 1,013 2,7 x 1019— 68 nm
Vide relatif 0,300 — 0,001 10%° — 1016 0,32 — 95 um
Vide 0,001 —10-° 1016 — 1013 0,095 — 95 mm
Vide poussé 10-6 — 1010 1013 — 109 9,5 cm — 0,95 km
Vide trés poussé 1010 _10-15 10° — 104 0,95 km — 9,5 x 10* km
Vide extréme <1015 < 10* > 9,5 x 10* km

Fabien Thiesset CNRS, CORIA, UMR 6614, Univ. Rouen, INSA Rouen

Equations de la mécanique des fluides



Notions de base

Notion de "particule fluide"

Description Eulerienne-Lagrangienne

Lien entre description Eulérienne et Lagrangienne

Notion de "particule fluide"

Nombre de Knudsen Kn = g

- ¢ libre parcours moyen
- a échelle caractéristique des inhomogénéités de I'écoulement

Domaine

Kn

Interprétation physique

Modéle adapté

Régime continu

Kn < 0.01

Mécanique des milieux continus :
notion de particule fluide valable

Equations de continuité + Equa-
tions de Navier—Stokes

Régime de glissement

0.0l <Kn<0.1

Apparition d'un glissement du
fluide a la paroi

Navier—Stokes avec corrections
(e.g. de Maxwell).

Régime de transition

0.1 <Kn< 10

Intermédiaire entre continu et
raréfié.

Modéles hybrides (cinétiques
+ continus, ex. Monte-Carlo
+ Navier-Stokes).

Régime raréfié

Kn > 10

Effets microscopiques importants

Boltzmann
simulation

Equation de
ou méthodes de
moléculaire.

Table: Domaines de validité de la mécanique des milieux continus selon le nombre de Knudsen.
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Notions de base

Notion de "particule fluide"
Description Eulerienne-Lagrangienne

Lien entre description Eulérienne et Lagrangienne

Description Eulerienne-Lagrangienne

En mécanique du point

On suit la position d'un objet au cours du temps :

x(t)

On "étiquete" chaque particule fluide
Chaque quantité g est étudiée le long des trajectoires

— C'est la description

En mécanique des fluides

On peut aussi fixer le repére et regarder :

q(x, t)
On voit des particules fluide passées en x avec une
quantité g
Chaque quantité g est étudiée en une position donnée L

— C'est la description
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Notions de base

Notion de "particule fluide"
Description Eulerienne-Lagrangienne

Lien entre description Eulérienne et Lagrangienne

Lien entre description Eulérienne et Lagrangienne

Exercice

En partant de

d.
la définition de la vitesse d—f = u(x,t) = {ux,uy,uz}
o 0 0 0
et de la différentielle totale  dg(x,t) = 99 4 + 29 ix + —qdy + 99 4y

ot Ox Oy Oz

fe! o]

prouver que £ = £ + u-Vgq (= 8:q + ujB;q)
~— —~— v

L, q L Dérivée convective
Dérivée Lagrangienne Dérivée temporelle
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Notions de base

Notion de "particule fluide"

Description Eulerienne-Lagrangienne
Lien entre description Eulérienne et Lagrangienne

Lien entre description Eulérienne et Lagrangienne

Exercice

En partant de

d
la définition de la vitesse d—f = u(x,t) = {ux,uy,uz}
0 0 3] 0
et de la différentielle totale  dg(x,t) = 99 4 + 29 ix + —qdy + 99 4y
ot Ix dy oz
dq dq
prouver que = = P + u-Vgqg (= 0tq + u;0;q)

——

L, q L Dérivée convective
Dérivée Lagrangienne Dérivée temporelle

. d 0 0 0 10}
On divide par dt  — d—j = 8—: T uxafz T uyaf;’ + UZ£
u-Vgq

Exemple : Variation de température T lors d'un voyage Lille-Marseille
@ 3 pied u 0, % =~ %, i.e. la température augmente entre le matin et I'aprés-midi

e en TGV % ~u-VT,ie. latempérature augmente entre le nord et le sud
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Notions de base Notion de "particule fluide"

Description Eulerienne-Lagrangienne

Lien entre description Eulérienne et Lagrangienne

Pour une quantité vectorielle

dqgx dqx
Pour la composante selon x — —— = +u-V
P dt ar 8
dqy dqy
Pour la composante selon - — = +u-V
P d de ot 4
dq; 0q;
Pour la composante selon z  — = +u-V
P de  or U
dq Oq o .
d—? = 8; (u-V)gq (= 0tqi + uj0;q;) attention, I'ordre des opérations compte

Champs Eulériens de la mécanique des fluides
o Scalaire : la pression p, la densité p, la température T, la concentration c.
o Vectoriel : la vitesse u, la quantité de mouvement pu

o Tensoriel : Gradient d'un champ vectoriel V u = 9;u;

Le mouvement d'un fluide est souvent décrit par

o la vitesse : u
@ pression P et la densité p
— la température est obtenue avec I'équation d'état
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Volumes de contrdle et théoréme de transport
Conservation de la masse
Conservation de la quantité de mouvement

Equations bilans, lois de conservation

e Equations bilans, lois de conservation
@ Volumes de contréle et théoréme de transport
o Conservation de la masse
o Conservation de la quantité de mouvement
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Volumes de contrdle et théoréme de transport
Conservation de la masse
Conservation de la quantité de mouvement

Equations bilans, lois de conservation

Volume de contrdle

Point de vue Eulerien Point de vue Lagragien
Volume de contréle (VC) fixe Volume de contréle (VC) matériel
o La surface de contréle (SC) est perméable o La surface de contréle (SC) est imperméable
@ La SC a une vitesse nulle w =0 @ La SC a une vitesse w = u
o Les quantités entrent et sortent @ les quantités sont conservées
~ 7, At V.C. fixe

e

V.C. materiel

V, At

Surface S, 7 Surface S,
Surface §,

—

Surface S:
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Volumes de contrdle et théoréme de transport
Conservation de la masse
Conservation de la quantité de mouvement

Equations bilans, lois de conservation

Théoréme de Reynolds et Green-Ostrogradski

Variable Extensive-Intensive

Qr) = / a(x, t) dV
~— VC N~

Extensive Intensive
Les variables sont a la taille du systéme (e.g. la masse, le volume)
Contrairement aux variables (données par unité de masse ou volume)

bien Thiesset CNRS, CORIA R 6614, Univ. Rouen, INSA Rouen Equations de la mécanique des fluides



Volumes de contrdle et théoréme de transport
Conservation de la masse
Conservation de la quantité de mouvement

Equations bilans, lois de conservation

Théoréme de Reynolds et Green-Ostrogradski

Variable Extensive-Intensive

Qr) = / a(x, t) dV
~— VC N~

Extensive Intensive
Les variables sont a la taille du systéme (e.g. la masse, le volume)
Contrairement aux variables (données par unité de masse ou volume)
Théoremes
d t)
Théoréme de pour VC arbitraire —Q = / Bq(x dV +/ (x,t) w-ndS
dt vc
d t
Cas d'un VC matériel (w = u) aQ = / Mdv +/ g(x,t) u-ndS
dt Ve ot sc
d 0
Théoréme de € = ( il +V- (uq)) (: / (0:q + 9ju;q) dV)
dt ot v
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Volumes de contrdle et théoréme de transport
Conservation de la masse
Conservation de la quantité de mouvement

Equations bilans, lois de conservation

Théorémes de Reynolds et Green-Ostrogradski

Généraliser le théoréeme de transport pour des quantités vectorielles

tip : associer a {Q, q} chaque composante {Q;, q;} du vecteur {Q, q}
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Volumes de contrdle et théoréme de transport
Conservation de la masse
Conservation de la quantité de mouvement

Equations bilans, lois de conservation

Théorémes de Reynolds et Green-Ostrogradski

Exercice

Généraliser le théoréeme de transport pour des quantités vectorielles

tip : associer a {Q, q} chaque composante {Q;, q;} du vecteur {Q, q}

dQ; aq;
Pour chaque composante i Q = 9 gv +/ gi(u-n) dS
dt vc Ot sc
dQ oq
P | t — = —dV -n) dS
our le vecteur Q o Ve ot + /SC q(u - n)

d 0
Green-Ostrogradski 4 = (*ﬂ +V. (2‘7)) dv (: / (8eqi + Bju;qi) dV)
dt ve \ Ot - %
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Volumes de contrdle et théoréme de transport
Conservation de la masse
Conservation de la quantité de mouvement

Equations bilans, lois de conservation

Conservation de la masse

Equation de conservation de la masse (Q := M, q := p)

dMm op
— = — . dv
dt /\/c (at t¥ (yp))

@ Volume matériel : rien n'entre ni ne sort : d\M/dt = 0

9p

5; TV (up) =0| (= dep+Ojup)

o A I'échelle du volume d'une particule fluide VC — 0
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Volumes de contrdle et théoréme de transport
Conservation de la masse
Conservation de la quantité de mouvement

Equations bilans, lois de conservation

Conservation de la masse

Equation de conservation de la masse (Q := M, q := p)

dMm op
— = — . dv
dt /vc (at t¥ (yp))

@ Volume matériel : rien n'entre ni ne sort : d\M/dt = 0

9p

5; TV (up) =0| (= dep+Ojup)

o A I'échelle du volume d'une particule fluide VC — 0

o Exprimer la conservation de la masse sous forme Lagrangienne

o Exprimer la conservation de la masse pour un champ a iso-densité p = cte
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Volumes de contrdle et théoréme de transport
Conservation de la masse
Conservation de la quantité de mouvement

Equations bilans, lois de conservation

Conservation de la masse

Equation de conservation de la masse (Q := M, q := p)

dM 0
E:/ (5? +Z'(£P)) dv 9
ve = | L4V (up)=0| (=0p+up)

ot

@ Volume matériel : rien n'entre ni ne sort : d\M/dt = 0

o A I'échelle du volume d'une particule fluide VC — 0

Exercice

o Exprimer la conservation de la masse sous forme Lagrangienne

o Exprimer la conservation de la masse pour un champ a iso-densité p = cte

pour rappel :
d 1d
d P Lagrangienne : el +pV-u=0 (779 =-V ~g>
99 _99 1 4. vq s pdt
dt ot — T

V- (ug)=u-Vq+qV-u Densité constante : (8juj = 0)
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. . . N Volumes de contrdle et théoréme de transport
Equations bilans, lois de conservation .
Conservation de la masse

Conservation de la quantité de mouvement

Conservation de la masse

Cas ol p # cte

o Ecoulements Ma = |u|/cs > 0.3

P
Vitesse du son (GP)  cs = /YRT = [v—
Vo

o Ecoulements a Ma < 1 mais p'/p > 0.1
p/
Helium (pne = 0.16) — Azote (pn, ~ 1.16) — ~1
P
@ Cas particulier des écoulements de Ma < 1
0
Air (p = 1.2) — Eau (p = 1000) ~ 1.

Mais p = cte par phase V .-u=
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Equations bilans, lois de conservation

Volumes de contrdle et théoréme de transport
Conservation de la masse

Conservation de la quantité de mouvement

Conservation de la quantité de mouvement (2nd loi de Newton)

Principe Fondamental de la Dynamique - 2nd loi de Newton

le PFD

dP
; _ Zfext

ol la quantité de mouvement : B:/ pu dV
vC
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Volumes de contrdle et théoréme de transport

Equations bilans, lois de conservation N
Conservation de la masse

Conservation de la quantité de mouvement

Conservation de la quantité de mouvement (2nd loi de Newton)

Principe Fondamental de la Dynamique - 2nd loi de Newton

dP
le PFD — = ZEEXt ol la quantité de mouvement : P = / pu dV
dt Ve

Appliquer le théoréme de transport pour P
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Volumes de contrdle et théoréme de transport
Conservation de la masse
Conservation de la quantité de mouvement

Equations bilans, lois de conservation

Conservation de la quantité de mouvement (2nd loi de Newton)

Principe Fondamental de la Dynamique - 2nd loi de Newton

dP
le PFD — = ZEEXt ol la quantité de mouvement : P = / pu dV
dt Ve

Exercice

Appliquer le théoréme de transport pour P

48 _ [ Opu
d  Jye ot

application du théoréme de transport

aV + [ (pu)(u-n) d5 = 3T E

dP 0,
application de Green-Ostrogradski d—? = /VC <6Ltg +V - pu g) dVv = Zfe’“
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Volumes de contrdle et théoréme de transport
Conservation de la masse
Conservation de la quantité de mouvement

Equations bilans, lois de conservation

Conservation de la quantité de mouvement (2nd loi de Newton)

Exercice

.. . 0,
Utiliser la conservation de la masse : 8—? + V- pu

. 8pﬂ 6g dﬂ xt
pour obtenir [/C (E +Z~pyy) dV:/VCP<E+(£'Z)H> dv = [/CpEdV:ZEQ
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. . . N Volumes de contrdle et théoréme de transport
Equations bilans, lois de conservation N
Conservation de la masse

Conservation de la quantité de mouvement

Conservation de la quantité de mouvement (2nd loi de Newton)

Exercice

|

Utiliser la conservation de la masse : 8—’; + V- pu

. 8pﬂ ag dﬂ xt
pour obtenir [/C (E +Z~pyy) dV:/VCP<E+(£'Z)H> dv = [/CpEdV:ZEQ

Developper la divergence V- -puu

Sommer %ﬂLngg:p(%Jr(y-Z)g)+g(%+2~(w))
du =0
K3

Equations de la mécanique des fluides
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Volumes de contrdle et théoréme de transport

Equations bilans, lois de conservation N
Conservation de la masse

Conservation de la quantité de mouvement

Conservation de la quantité de mouvement (Forces extérieures)

Nature des forces extérieures

‘Eext — FVC 4 FSC ‘

o Forces de FV¢
de gravité / pg dV
vC
de Lorentz, etc / pf dV
vC
o Forces de FS¢
normales (pression) (—P)n dS (:/ (=P)éiin; dS)
sC SC
tangentielles (visqueuses) / t-ndS (: / tijn; dS)
sC™ SsC
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Volumes de contrdle et théoréme de transport
Conservation de la masse
Conservation de la quantité de mouvement

Equations bilans, lois de conservation

Conservation de la quantité de mouvement (Fluides parfaits)

Prouver que pour un fluide non visqueux FSC = / (—P)ndS = / (—VP) dV
sc \e
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Volumes de contrdle et théoréme de transport
Conservation de la masse
Conservation de la quantité de mouvement

Equations bilans, lois de conservation

Conservation de la quantité de mouvement (Fluides parfaits)

Prouver que pour un fluide non visqueux FSC = / (—P)ndS = / (—VP) dV
sc \e

rticule de fluid
TSI s o P e
p
l . ) or P(x + dx) = P(x) + dx—
Ox
plr)dyds — b p(zr + dz) dydz donc dFXSC _ ajdxdydz
/ X
]‘ vecteur force dESC =—-VP dV

Ainsi, on obtient que pour un fluide sans viscosité les forces de surfaces sont :

FS¢ :/ (-¥P) dV
VvC
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. . . N Volumes de contrdle et théoréme de transport
Equations bilans, lois de conservation

Conservation de la masse
Conservation de la quantité de mouvement

Conservation de la quantité de mouvement (Fluides parfaits)

PFD pour un fluide parfait (= non visqueux)

/\/cp(% +(H‘Z)H) dv = /VC(*ZPJrPg) dv

o]
Lorsque VC — 0, on obtient I'équation d’Euler |p (Gif + (g‘z)g) =-VP+pg

Dans un cas iso-densité pg +(u-V

u
5 T Yu= -VP +g (P" = P/po)

Retrouver la loi de I'hydro-statique P + pgz = cte

Fabien Thiesset CNRS, CORIA, UMR 6614, Univ. Rouen, INSA Rouen

Equations de la mécanique des fluides



. . . N Volumes de contrdle et théoréme de transport
Equations bilans, lois de conservation

Conservation de la masse
Conservation de la quantité de mouvement

Conservation de la quantité de mouvement (Fluides parfaits)

PFD pour un fluide parfait (= non visqueux)

/\/cp(% +(H‘Z)H) dv = /VC(*ZPerg) dv

Lorsque VC — 0, on obtient I'équation d’Euler

d
p(a%ﬂg‘z)y) =-VP+pg

Dans un cas iso-densité po e +(u-V)u=-VP +g (P = P/po)

Exercice

Retrouver la loi de I'hydro-statique P + pgz = cte

oP

intégrer selon z — =pg
0z
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Volumes de contrdle et théoréme de transport

Equations bilans, lois de conservation N
Conservation de la masse

Conservation de la quantité de mouvement

Conservation de la quantité de mouvement (Fluides visqueux)

Fluide visqueux
Tout la difficulté est de définir la relation entre la contrainte (fscggdS) et la déformation/compression

On appelle cette relation une "équation constitutive” (idem résistance des matériaux)
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Volumes de contrdle et théoréme de transport

Equations bilans, lois de conservation N
Conservation de la masse

Conservation de la quantité de mouvement

Conservation de la quantité de mouvement (Fluides visqueux)

Fluide visqueux
Tout la difficulté est de définir la relation entre la (fsc£ . gdS) et la
On appelle cette relation une (idem résistance des matériaux)

Cas des fluides incompressibles

L'équation constitutive est linéaire :

1 1
m avec le tenseur de deformation d = 5 (Z ut+ (VY y)T> (: 5 (O + (rﬂju,-))

@ u est la viscosité dynamique : mesure la resistance du fluide au cisaillement
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Volumes de contrdle et théoréme de transport

Equations bilans, lois de conservation N
Conservation de la masse

Conservation de la quantité de mouvement

Conservation de la quantité de mouvement (Fluides visqueux)

Fluide visqueux
Tout la difficulté est de définir la relation entre la (fsc£ . gdS) et la
On appelle cette relation une (idem résistance des matériaux)

Cas des fluides incompressibles

L'équation constitutive est linéaire :

1 1
2ud | avec le tenseur de deformation d = 5 (Z ut+ (VY y)T> (: 5 (O + (rﬂju,-))

@ u est la viscosité dynamique : mesure la resistance du fluide au cisaillement

Cas des fluides compressibles

‘E =2ud + NV ﬂ)é‘ (= 1 (95w + Ojui) + X (9ju7) 8y)

@ )\ est la viscosité volumique : mesure la resistance du fluide a la compression-dilatation
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Volumes de contrdle et théoréme de transport

Equations bilans, lois de conservation N
Conservation de la masse

Conservation de la quantité de mouvement

Conservation de la quantité de mouvement (Fluides visqueux)

Fluide visqueux
Tout la difficulté est de définir la relation entre la (fsc£ ’ ﬂd5> et la

On appelle cette relation une (idem résistance des matériaux)

Cas des fluides incompressibles

L'équation constitutive est linéaire :

1 1
m avec le tenseur de deformation d = 5 (Z ut+ (VY y)T> (: 5 (O + (rﬂju,-))

@ u est la viscosité dynamique : mesure la resistance du fluide au cisaillement

Cas des fluides compressibles

‘E =2ud + NV ﬂ)é‘ (= 1 (95w + Ojui) + X (9ju7) 8y)

@ )\ est la viscosité volumique : mesure la resistance du fluide a la compression-dilatation

Hypothése de Stokes (A = fg,u) = |t=p (227 %@) 0=V u)

Fabien Thiesset CNRS, CORIA, UMR 6614, Univ. Rouen, INSA Rouen Equations de la mécanique des fluides



Volumes de contrdle et théoréme de transport

Equations bilans, lois de conservation N
Conservation de la masse

Conservation de la quantité de mouvement

Conservation de la quantité de mouvement (Fluides visqueux)

PFD pour un fluide visqueux

i

2]
-gdS:/ V.-tdV — Equation de p(a—$+(g-2)y):fZP+V-t+pg
v 2

13
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Volumes de contrdle et théoréme de transport

Equations bilans, lois de conservation N
Conservation de la masse

Conservation de la quantité de mouvement

Conservation de la quantité de mouvement (Fluides visqueux)

PFD pour un fluide visqueux

/ t-ndS :/ V-tdV — Equation de Navier-Stokes p (; + (H'Z)E) =-VP+V - -t+pg
sc™ =

Simplifier cette équation pour un fluide newtonien a densité et viscosité constante.

Pour rappel t=2ud

Fabien Thiesset CNRS, CORIA, UMR 6614, Univ. Rouen, INSA Rouen Equations de la mécanique des fluides



. . . N Volumes de contrdle et théoréme de transport
Equations bilans, lois de conservation

Conservation de la masse
Conservation de la quantité de mouvement

Conservation de la quantité de mouvement (Fluides visqueux)

PFD pour un fluide visqueux

13

2]
/ -ndS = V-tdV — Equation de Navier-Stokes p (—H + (H'Z)E)
sc veo T ot

Exercice

Simplifier cette équation pour un fluide newtonien a densité et viscosité constante.

Pour rappel t=2ud

ou

87? +(u-Vu=-VP' +20V-d+g (v=p/po est la viscosité cinématique et P’ = P/po)

On peut aussi montrer 2V -d = Au (: (’)Jaju,) — gﬁ +(u-V)u=—-VP +vAu+ g

Fabien Thiesset CNRS, CORIA, UMR 6614, Univ. Rouen, INSA Rouen
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Volumes de contrdle et théoréme de transport
Conservation de la masse
Conservation de la quantité de mouvement

Equations bilans, lois de conservation

Bilan Cas compressible Cas incompressible (p = po)
3]
masse 8—i+2-(pg):0 V-u=0
quantité de mouvement p (% +(g-2)g> =-VP+V-t+pg % +(u-Vu=-VP +vAu+g

Fabien Thiesset CNRS, CORIA, UMR 6614, Univ. Rouen, INSA Rouen Equations de la mécanique des fluides



. . . N Volumes de contrdle et théoréme de transport
Equations bilans, lois de conservation N
Conservation de la masse

Conservation de la quantité de mouvement

Bilan

Cas compressible
0

masse

ot

p(%ﬂy-i)g) =-VP+V-t+pg Ou

Cas incompressible (p = po)

9P L% (pu) =0

quantité de mouvement

Cas intermédiaire

Hypothese de . petites variations de p, i.e. p=po+p avec |p'| < po

d/
=0 donc —p:o

Bilan de masse V- u o la densité est seulement transportée par |'écoulement

Les fluctuations de p n’apparaissent que dans le terme de gravité de NS

Bilan de QdM | 2% 4 (u
ot

YV)u=-VP +vAu+ ”0:’) g| (P =P/p)
0

en gros valable jusque |p’|/po ~ 0.1. Exemple : mélange Azote-Air.

Fabien Thiesset CNRS, CORIA, UMR 6614, Univ. Rouen
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. . . N Volumes de contrdle et théoréme de transport
Equations bilans, lois de conservation N
Conservation de la masse

Conservation de la quantité de mouvement

Conservation de la quantité de mouvement

Adimensionnement des équations

Echelle caractéristique d’espace L et de vitesse U :
x*=x/L t* =t/(U/L)
u* =u/U P* = P’ Ju?

L'équation de se réécrit alors sous forme adimensionnelle :
*

ou* 1 g
= * . V* * — 7V*P* 7A* * —
ot* + (U ¥y — + Re + Fr2

Equations de la mécanique des fluides
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. . . N Volumes de contrdle et théoréme de transport
Equations bilans, lois de conservation

Conservation de la masse
Conservation de la quantité de mouvement

Conservation de la quantité de mouvement

Adimensionnement des équations

Echelle caractéristique d’espace L et de vitesse U :
x* =x/L t* =t/(U/L)
u* =u/U P* = P’ Ju?

L'équation de se réécrit alors sous forme adimensionnelle :

ou* 1 g"
= * . V* * — 7V* P* 7A* * —
ot* + (U ¥y — + Re + Fr2
uc L
Le nombre de Reynolds Re = — Ratio inertie/viscosité
14
Le nombre de Froude Fr = U Ratio inertie/gravité
Vel

Fabien Thiesset CNRS, CORIA, UMR 6614, Univ. Rouen, INSA Rouen
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. . . N Volumes de contrdle et théoréme de transport
Equations bilans, lois de conservation

Conservation de la masse
Conservation de la quantité de mouvement

Conservation de la quantité de mouvement

Adimensionnement des équations

Echelle caractéristique d’espace L et de vitesse U :
x* =x/L t* =t/(U/L)
u* =u/U P* = P’ Ju?

L'équation de se réécrit alors sous forme adimensionnelle :

ou* 1 g"
= * . V* * — 7V* P* 7A* * —
ot* + (U ¥y — + Re + Fr2
uc L
Le nombre de Reynolds Re = — Ratio inertie/viscosité
14
Le nombre de Froude Fr = U Ratio inertie/gravité
VL
Re — 0 Re ~1

Re >1 Re — oo

Eq. de Stokes NS-Laminaire

NS-Turbulent Eq. Euler

Fabien Thiesset CNRS, CORIA, UMR 6614,

v. Rouen, INSA Rouen Equations de la mécanique des fluides



Volumes de contrdle et théoréme de transport

Equations bilans, lois de conservation N
Conservation de la masse

Conservation de la quantité de mouvement

Guide pratique

Les bonnes questions

1. Quel est le nombre de ?
— Si faible, milieu continu

2. Si milieu continu, quelle formulation des bilans utiliser ?
a. Quel est le nombre de ?
b. Quel est le o /p?

— Si faibles, formulations iso-densité

3. Quelles sont les agissant sur le systéme 7
— gravité (nombre de Froud, Richardson, etc), lorentz (fluides conducteurs), etc...

4. Le fluide est-il ?
— si non, équations constitutives plus complexes

5. Quel est le nombre de ?
— trés faible : équation de Stokes
— faible : équation de Navier-Stokes, écoulement laminaire
— fort, équation de Navier-Stokes, écoulement turbulent (L. Danaila)
— gigantesque, équation d'Euler

Fabien Thiesset CNRS, CORIA niv. Rouen, INSA Rouen Equations de la mécanique des fluides



Théoréme de transport pour les espéces chimiques
Diffusion des espéces
Terme puits/source

Conservation des espéces chimiques

© Conservation des espéces chimiques
@ Théoréme de transport pour les espéces chimiques
o Diffusion des espéces
@ Terme puits/source

bien Thiesset CNRS, CORI MR 6614, Univ. Rouen, INSA Rouen Equations de la mécanique des fluides



Théoréme de transport pour les espéces chimiques
Diffusion des espéces
Terme puits/source

Conservation des espéces chimiques

Transport d'espéces chimiques

Variables extensive et intensive

Variable My = [y pxdV Variable ok = pYk
@ M, est la masse partielle @ >, Yk =1, est la fraction massique
o M =3, M, la masse totale est conservée o px = pYy est la densité partielle
Op Opk dMy
= . = — +V - pru car — #0
at+2 pu=20 ot TPkl o 7

Fabien Thiesset CNRS, CORIA, UMR 6614, Univ. Rouen, INSA Rouen Equations de la mécanique des fluides



Théoréme de transport pour les espéces chimiques
Conservation des espéces chimiques

Diffusion des espéces
Terme puits/source

Transport d'espéces chimiques

Variables extensive et intensive

Variable extensive

My = [y pxdV Variable intensive

Pk = pYk
@ M, est la masse partielle @ >, Yk =1, est la fraction massique
o M =3, M, la masse totale est conservée o px = pYy est la densité partielle
Op Opk dMy
or . — — + V. pgu #0111 car —— #0
8t+2 pu=0 YU AV #

Ecrire le théoréme de transport pour py

Fabien Thiesset CNRS, CORIA, UMR 6614, Univ. Rouen, INSA Rouen
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Théoréme de transport pour les espéces chimiques

. N P Diffusion des espéces
Conservation des espéces chimiques .y
Terme puits/source

Transport d'espéces chimiques

Variables extensive et intensive

Variable extensive My = fVC prdV Variable intensive ok = pYk

@ M, est la masse partielle @ >, Yk =1, est la fraction massique

o M =3, M, la masse totale est conservée o px = pYy est la densité partielle

ap dpk dM
V- pu = LIS v -0 1 Tk 20
ot pu=0 ot Pitd - car dt

Ecrire le théoréme de transport pour py

dM,
k = 3pk +/ pku - n dS
dt vc Ot apk
dMm, +V-pu=V-J, +w
WM _ / i dv+/ J,-nds ot Pt Sl
dt vC sc
Source/puit Flux de matiere

Fabien Thiesset CNRS, CORIA, UMR 6614, Univ. Rouen, INSA Rouen
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Théoréme de transport pour les espéces chimiques
Diffusion des espéces
Terme puits/source

Conservation des espéces chimiques

Diffusion des espéces V - J,

Cas binaire, i.e. kK — VC

Loi de Fick :
Iy = pDi Yy

ol Dy est le coefficient de diffusion de k dans le milieu.

bien Thiesset CNRS, CORIA R 6614, Univ. Rouen, INSA Rouen Equations de la mécanique des fluides



Théoréme de transport pour les espéces chimiques
Diffusion des espéces
Terme puits/source

Conservation des espéces chimiques

Diffusion des espéces V - J,

Cas binaire, i.e. kK — VC

Loi de Fick :
Iy = pDi Yy

ol Dy est le coefficient de diffusion de k dans le milieu.

Cas multi-espéces

Modéle généralisé a N espéces (Hirschfelder and Curtiss):

J, = pz Di;VY; + Autres termes compliqués
J

ou Dy; est le coefficient de diffusion croisée (différentielle), i.e. comment I'espéce j influence le flux de k

Fabien Thiesset CNRS, CORIA, UMR 6614, Univ. Rouen, INSA Rouen Equations de la mécanique des fluides



Théoréme de transport pour les espéces chimiques
Diffusion des espéces
Terme puits/source

Conservation des espéces chimiques

Diffusion des espéces V - J,

Cas binaire, i.e. kK — VC

Loi de Fick :
Iy = pDi Yy

ol Dy est le coefficient de diffusion de k dans le milieu.

Cas multi-espéces

Modéle généralisé a N espéces (Hirschfelder and Curtiss):

J, = pz Di;VY; + Autres termes compliqués
j

ou Dy; est le coefficient de diffusion croisée (différentielle), i.e. comment I'espéce j influence le flux de k

Diffusion dans le mélange

Simplification : espéce k — mélange :
Jy = pDkmV Y 4+ corrections pour avoir Zlk =0— M = cte
k

ol Dy, est le coefficient de diffusion de k dans le mélange m

Fabien Thiesset CNRS, CORIA, UMR 6614, Univ. Rouen, INSA Rouen Equations de la mécanique des fluides



Théoréme de transport pour les espéces chimiques
Diffusion des espéces
Terme puits/source

Conservation des espéces chimiques

Terme puits/source wy

"On est tous le chimiste de quelqu’un”

N N
N espéces - M réactions : Zl/;‘;- Sk = Zuﬁ- S| pourj=1—+M
k=1 k=1
N—— N——
Produits Réactifs

@ Sy : symbole de I'espéce k, e.g. CO3
° UZ., 1/;‘5. . coefficients stoechiométriques des réactifs et produits de I'espéce k dans la réaction j

o vy = I/Z — I/"‘(j- coefficients staechiométriques nets

Fabien Thiesset CNRS, CORIA, UMR 6614, Univ. Rouen, INSA Rouen Equations de la mécanique des fluides



Théoréme de transport pour les espéces chimiques
Diffusion des espéces

Conservation des espéces chimiques a
P! d Terme puits/source

Terme puits/source wy

"On est tous le chimiste de quelqu’un”

N N
N espéces - M réactions : Zl/;‘;- Sk = Zuﬁ- S| pourj=1—+M
k=1 k=1
N—— N——
Produits Réactifs

@ Sy : symbole de I'espéce k, e.g. CO3

° UZ., 1/;‘5. . coefficients stoechiométriques des réactifs et produits de I'espéce k dans la réaction j

o vy = I/Z - VE. coefficients stcechiométriques nets

Exercice

P R ) fnct
Trouver les valeurs de Vij» Vig» Vkj pour la réaction
P P R
2 Ho + V5, 0, — 50 H>O

On a donc :
o N = 3 espéces : Hz, Oz, H2O

e M =1 réaction

Equations de la mécanique des fluides
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Théoréme de transport pour les espéces chimiques
Diffusion des espéces
Terme puits/source

Conservation des espéces chimiques

Terme puits/source wy

"On est tous le chimiste de quelqu’un”

N N
N espéces - M réactions : Zl/;‘;- Sk = Zuﬁ- S| pourj=1—+M
k=1 k=1
N—— N——
Produits Réactifs

@ Sy : symbole de I'espéce k, e.g. CO3

° UZ., 1/;‘5. . coefficients stoechiométriques des réactifs et produits de I'espéce k dans la réaction j

o vy = I/Z - VE. coefficients stcechiométriques nets

Trouver les valeurs de 1/;5., VZ-, vyj pour la réaction 0 ,
Sk vy v, vk
Vlﬁz Hz + VOPz 02 — Vﬁzo H20 Ho 2 0 -2 consommé
On a donc : (02 1 0 -1 consommé
@ N =3 espéces : Hz, Oz, H20 H,0 0 2 +2 | produit
e M =1 réaction

Fabien Thiesset CNRS, CORIA, UMR 6614, Univ. Rouen, INSA Rouen Equations de la mécanique des fluides



Théoréme de transport pour les espéces chimiques
Diffusion des espéces
Terme puits/source

Conservation des espéces chimiques

Terme puits/source wy

Taux de production/consommation

v e W, : masse molaire de |'espéce k

WOk = W, Z ate} ° Q; : vitesse de réaction de la réaction chimique j

j=1 @ 14;Q; : quantité de k produite/consommée a chaque réaction j
kg.m—3.s—1 kg /mol J mol.m—3.s—1 kaJ q p / q J

Prouver que

> =0
k

pour la réaction 2H; + O — 2H,0

Fabien Thiesset CNRS, CORIA, UMR 6614, Univ. Rouen, INSA Rouen Equations de la mécanique des fluides



Théoréme de transport pour les espéces chimiques
Diffusion des espéces
Terme puits/source

Conservation des espéces chimiques

Terme puits/source wy

Taux de production/consommation

v e W, : masse molaire de |'espéce k

Ok = W, Z v Q; ° Q; : vitesse de réaction de la réaction chimique j

@ 1;Q; : quantité de k produite/consommée a chaque réaction j

1
kg.m—3.s—1 kg /mol / mol.m—3.s—1

Prouver que Zd}k = Z Wi Q
K k

> d=0
k

pour la réaction 2H; + O — 2H,0 =0

=[2x(-2) + 32x(-1) + 18x(+2)]Q

En fait, la conservation de la masse impose :

Z Wkl’kj =0
k
et Zwk:O
k

= Reste a savoir ce qu’est Q ?
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Théoréme de transport pour les espéces chimiques
Diffusion des espéces
Terme puits/source

Conservation des espéces chimiques

Terme puits/source wy

Réactions reversibles

° KJ.F, KJ.B : "Forward" & "Backward"
o Xy = px/Wy concentration molaire
N N
£ vl B vl P
Qi =K; H X’ — K H X7 ° kaj que uf(j. quantité de k soit présentes dans les produits
k=1 k=1 R
R
e X, i que 1/;5. quantité de k soit présentes dans les réactifs

Fabien Thiesset CNRS, CORIA, UMR 6614, Univ. Rouen, INSA Rouen Equations de la mécanique des fluides



Conservation des espéces chimiques

Théoréme de transport pour les espéces chimiques
Diffusion des espéces

Terme puits/source

Terme puits/source wy

Réactions reversibles

° KJ.F, KJ.B : constantes de réaction "Forward" & "Backward"
o Xy = px/Wy concentration molaire
N P N R
_ KFTT X" — kBT x“% vl . p " L )
Q= i X $ X e X, “ probabilité que vj; quantité de k soit présentes dans les produits
k=1 k=1

Dans la direction forward :

o Il faut 2 quantités de Hy et 1 quantité de Oz
o La probabilité s'écrit [XH2]2 X [on]1

o Dans cette situation, QJF = [XH2]2[X02]1KJ.F

Qf = [XH2]2[X02]1

F
&

R
R
e X, 4 probabilité que 1/;5. quantité de k soit présentes dans les réactifs

Exemple pour 2H> + Oz = 2H,0

Dans la direction backward :

o |l faut 2 quantités de H0
o La probabilité s'écrit [XHzo]z
@ Dans cette situation, QJ.B = [XHzo]szB

— [Xu,0PKP

Fabien Thiesset CNRS, CORIA, UMR 6614, Univ. Rouen, INSA Rouen
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Théoréme de transport pour les espéces chimiques
Diffusion des espéces
Terme puits/source

Conservation des espéces chimiques

Terme puits/source wy

Loi d'Arrhénius

° AJ'F . facteur pré-exponentiel
F

F E,"
KJ.F = AJ".: 78 exp | — Ra_fl_ ° Bf . exposant de température

° Eaf : I'énergie d’activation

bien Thiesset CNRS, CORIA R 6614, Univ. Rouen, INSA Rouen Equations de la mécanique des fluides



Théoréme de transport pour les espéces chimiques
Diffusion des espéces
Terme puits/source

Conservation des espéces chimiques

Terme puits/source wy

Loi d'Arrhénius

° AJ'F . facteur pré-exponentiel

F E, F
KF = AF TP exp | — J o BF : exposant de température
J J RT J
° Eaf : I'énergie d’activation
ELEMENTS
H 0 N
END
SPECIES
H2 02 OH 0 H H20 HO2 H202 N2
END
REACTIONS
H2+02=0H+0H 1.700E13 0.0 47780.
H2+0H=H20+H 1.170E09 1.30 3626.
H+02=0H+0 5.130E16 -0.816 16507 .
1.800E10 1.0 8826.
HO2+M 2.100E18 -1.0 0.
H2/3.3/ 02/0./ N2/0./ H20/21.0/
H+02+02=H02+02 6.700E19 -1.42 0.
H+02+N2=H02+N2 6.700E19 -1.42 0.
OH+H02=H20+02 5.000E13 0.0 1000.
H+HO02=0H+0H 2.500E14 0.0 1900.
0+H02=02+0H 4.800E13 0.0 1000.
OH+0H=0+H20 6.000E08 1.3 0.
H2+M=H+H+M 2.230E12 0.5 92600.
H2/3./ H/2./ H20/6.0/
02+M=0+0+M 1.850E11 0.5 95560 .
H+0H+M=H20+M 7.500E23 -2.6 0.
H20/20.0/
HO2+H=H2+02 2.500E13 0.0 700.
HO2+H02=H202+02 2.000E12 0.0 0.
H202+] H+0H+M 1.300E17 0.0 45500.
H202+H=H2+H02 1.600E12 0.0 3800.
H202+0H=H20+H02 1.000E13 0.0 1800.
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Théoréme de transport pour les espéces chimiques
Diffusion des espéces
Terme puits/source

Conservation des espéces chimiques

Terme puits/source wy

Loi d'Arrhénius

° AJ'F . facteur pré-exponentiel

F
F F 80 Ea; Fo. 6
K =A"T" exp | — o (B : exposant de température
J J RT J
° Eaf : I'énergie d’activation
ELEMENTS
H 0 N
END
SPECIES B KJ F
Vg
H2 02 OH D H H20 K2 H202 42 (7 = ———— | cte. d’éq. thermo. (NASA polyn.)
REACTIONS Ceq ] ( T)
H2+02=0H+0H 1.700E13 0.0 47780.
H2+0H=H20+H 1.170E09 1.30 3626.
H+02=0H+0 5.130E16 -0.816 16507.
0+H2=0H+H 1.800E10 1.0 8826. 2000
H+02+M=HO2+M 2.100E18 -1.0 0.
H2/3.3/ 02/0./ N2/0./ H20/21.0/ 1800
H+02+02=H02+02 6.700E19  -1.42 0. 1600 C+H0& CO+H,
H+02+N2=H02+N2 6.700E19 -1.42 0.
OH+H02=H20+02 5.000E13 0.0 1000. 1400 . X o
H+HO2=0H+0H 2.500E14 0.0 1900. backward d forward direction
4.800E13 0.0 1000. 1200
6.000E08 1.3 0. 1000
H2+M=H+H+M 2.230E12 0.5 92600.
H2/3./ H/2./ H20/6.0/ 800
02+M=0+0+M 1.850E11 0.5 95560. 600
H+0H+M=H20+M 7.500E23 -2.6 0.
H20/20.0/ 400
HO2+H=H2+02 2.500E13 0.0 700. 200
2.000E12 0.0 0. “
H202+M=0H+0H+M 1.300E17 0.0 45500.
H202+H=H2+H02 1.600E12 0.0 3800. 9
R o 1.o00k2 90 3800- 0 250 500 750 1000 1250 1500

temperature (°C)
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Conservation de I'énergie

Autres equations de bilan

@ Autres equations de bilan
o Conservation de I'énergie
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Conservation de I'énergie
Autres equations de bilan

Conservation de |'énergie

Energie cinétique

6P|£|2 2\ ~ P L
5t +V - (pulul’) =u- (-VP+ V.- t+ pg) + Termes dis aux réactions chimiques

Enthalpie
Oph oP - P .
Bt + V- (puh) = Bt 4u-VP+ (VY u): t+ YV - AV T + Termes diis aux réactions chimiques
Temperature
T 1 DP
a— +u-VT=—|—+4+ (VY u):t+ V- -AVT + Termes diis aux réactions chimiques
ot pCp \ Dt =

Formes complétes détaillées dans le livre Poinsot & Veynante, Theoretical and Numerical Combustion, Edwards.
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